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INTRODUCTION 
Dans 1’Ctude d’un module E sur un anneau iz, on est amen6 B dkfinir 
l’application 6, (resp. yE) de l’ensemble Y(E) des sow-modules de E dans 
l’ensemble des idCaux 2 droite (resp. B gauche) de End, E, qui a FE T(E) 
associe 6,(F) = Hom,(E, F) (resp. yE(F) = Hom,(E/F, E)). 
Les applications S, et yE s’introduisent de faGon naturelle dans diverses 
questions [19] [IO] [16] et, en particulier R. Baer les utilise beaucoup dans 
[l]. Une Ctude plus systkmatique en a &ti: entreprise dans [18] oh l’on se pose, 
enzoutre, la question de savoir quand 6, (resp. rE) est un morphisme (resp. un 
anti-morphisme) de treillis. On dira que E est scindant (resp. coscindant) si 6, 
(resp. yE) est un morphisme (resp. anti-morphisme) de treillis. 11 est alors 
immkdiat [18] que E est scindant (resp. coscindant) si et seulement si E 
vkrifie la propriCtC Pp (resp. 2): 
9 Pour tout couple (F, F’) de sous-modules de E, on a: 
Hom,(E, F + F’) = Hom,(E, F) $- Hom,(E, F’) 
~ Pour tout couple (F, F’) de sous-modules de E, on a: 
Hom,(Ei(F CT F’), E) = Hom(E/F, E) + Hom(E/F’, E) 
Dans [18], on donne diverses caractkrisations des modules scindants 
(resp. coscindants), et on montre en particulier que si E est quasi-projectif 
(resp. quasi-injectif), alors E est scindant (resp. coscindant), la rkciproque 
n’ktant pas vraie. 
* lltlc partie des rksultats prksenttk ici a fait l’objet de deux notes aox Comptes 
Rendus de l’Acad&nie des Sciences de Paris (5 J uin et 24 Juillet 72) et constituait 
l’essentiel d’une thtse de spCcialitC p&pa&e nu Centre Uoiversitaire de Perpignan 
pendant 1’annCe 1972 som la direction du professeur de Robert (UniversitC des 
Sciences et Techniques du I,anguedoc, 27 Janvier 1973). 
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L’essentiel de ce travail est consacre a la determination de la structure des 
A-modules scindants et des A-modules coscindants dans le cas oh A est un 
anneau de Dedekind. 
La notion de module scindant est like a la notion de module projectif, 
tandis que celle de module coscindant est like a la notion de module injectif. 
L’absence de couverture projective rend la situation projective plus delicate 
que la situation injective. Par exemple, alors que la structure des Z-modules 
quasi-projectifs de type fini avait CtC don&e dans [21], ce n’est que recemment 
que L. Fuchs et K. Rangaswamy ont pu s’affranchir de l’hypothbe de 
finitude [6]. Pour ce faire, ils montrent a partir d’arguments de cardinalite que 
tout Z-module saris torsion quasi-projectif est libre. Ce resultat se deduit 
aisement du resultat plus general suivant, clef de l’etude des modules scindants 
sur un anneau de Dedekind (cf. Proposition 1.5): 
pour un module sans torsion rbduit SW un anneau de Dedekind, scindant iquivaut ci 
projectif. 
Cette equivalence s’etend a tous les modules saris torsion sur un anneau 
de Dedekind qui n’est pas de valuation discrete. Le cas particulier des anneaux 
de valuation discrete complique passablement les chases, et on aboutit a un 
theoreme de structure relativement long (cf. Theo&me 1.12). 
Dans l’etude duale, on deborde largement du cadre des anneaux de 
Dedekind pour lequels on sait decrire completement les modules coscindants 
(cf. Corollaire 2.7); on obtient des resultats partiels concernant les anneaux 
commutatifs integres (cf., Corollaire 2.6): 
SW de tels anneaux, les modules coscindants sans torsion sont les modules inject+ 
sans torsion et les modules sans torsion de rang 1. 
On termine en donnant une caracterisation des anneaux semi-simples a 
l’aide des modules scindants et des modules coscindants (cf. Proposition 3.1). 
NOTATIONS-REMARQUES PR~LIMINAIRES 
Pour la commodite des demonstrations, on reprend la notion de module 
G-projectif (resp. G-injectif) introduite dans [18], et on d&nit la notion 
analogue de module G-scindant (resp. G-coscindant). 
On rapelle que, &ant don&s un anneau A, E et G deux A-modules, E est 
G-projectif (resp. G-injectif) si le foncteur Hom,(E, -) (resp. Hom,(-, E)) 
est exact sur toute suite exacte de la forme 
0 - G’ + G -j G” --) 0. 
11 est clair qu’un A-module E est projectif (resp. injectif) si et seulement si E 
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est G-projectif (resp. G-injectif) pour tout A-module G, et que E est quasi- 
projectif (resp. quasi-injectif) si et seulement si E est E-projectif (resp. 
E-injectif). 
On dira que E est G-scindunt (resp. G-coscindunt) si, pour tout couple 
(F, F’) de sous-modules de G, on a: 
Hom,(E, F + F’) = Hom,(E, F) + Hom,(E, F’) 
(resp. Hom,(G/F n I;‘, E) = Hom,(G/F, E) + Hom,(G/F’, E)) 
Un A-module E est scindant (resp. coscindant) si E est E-scindant (resp. 
E-coscindant). 
Remarque 1. La Proposition 5.4 de [ 181 montre que tout module G-pro- 
jectif (resp. G-injectif) est G-scindant (resp. G-coscindant). 
Remarque 2. Des propriMs fonctorielles de Hom,(E, -) (resp. 
Hom,(-, E), on deduit immediatement que, pour une famille (E& de 
A-modules, oiSl Ei (resp. &, EJ est G-projectif (resp. G-injectif) si et 
seulement si, pour tout i, Ei est G-projectif (resp. G-injectif); on a le m&me 
resultat en substituant G-scindant (resp. G-coscindant) a G-projectif (resp. 
G-injectif). 11 s’ensuit que tout facteur direct d’un module scindant (resp. 
coscindant) est lui-m&me scindant (resp. coscindant). 
Remarque 3. Particularisant le Theo&me 1.3 de [18] (voir aussi [17]), 
on observe que si un module E est G-projectif (resp. G-injectif), il est 
G’-projectif (resp. G”-injectif) pour tout sous-module G’ (resp. tout quotient 
G”) de Glz (n E N). 
Dans ce qui suit, lorsque A dCsigne un anneau de Dedekind, on appelle 
K son corps des quotients, X l’ensemble des idCaux maximaux de A et A,, le 
composant p-primaire du A-module de torsion K/A pour tout p E X. 
1. I?TUDE DES MODULES SCINDANTS SUR UN ANNEAU DE DEDEKIND 
Sauf mention expresse du contraire, A dCsigne ici un anneau de Dedekind. 
On remarque tout d’abord que le sous-module de torsion d’un A-module 
scindant est facteur direct, prouvant ainsi, Q l’aide de la Remarque 2, que tout 
module mixte scindant est somme directe d’un module saris torsion scindant 
et d’un module de torsion scindant. 
PROPOSITION 1.1. Soit A un anneau commutatif int.?gre. Un A-module 
mixte scindant ne posstde pas de facteur direct non nul qui soit ci la fois de torsion 
et de type jini, 
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D6monstratron. Soit E, mixte et scindant, se decomposant en E = H @ H’, 
oti H’ = Cyz, Aa, est de torsion; pour tout Clement sans torsion b E H, 
on a alors E = H + CL, A(a, + 6) et les modules A(a, + b) sont sans 
torsion; comme E est scindant, l’identid de E se decompose de telle sorte 
que l’on en deduit H’ C H, done H’ = (0). 
De cette proposition et d’un theoreme de Kulikov (cf. par exemple [8], [9]) 
resulte directement le corollaire suivant: 
COROLLAIRE 1.2. Soit A un anneau de Dedekind. Le sous-module de torsion 
d’un A-module mixte scindant est divisible. 
On passe done a I’Ctude des modules scindants sans torsion puis a celle des 
modules scindants de torsion, pour ensuite revenir au cas des modules mixtes. 
A. hlodules Scindants Saris Torsion 
Un module sans torsion E est somme directe de son sous-module divisible 
maximum D ‘v K(I), et d’un sous-module reduit E’; si E est scindant, il en 
est de m&me pour D et E’ (Remarque 2). 11 convient done de determiner les 
modules sans torsion reduits scindants, et les ensembles 1 tels que Ku) soit 
scindant. 
11 pourra &re commode d’utiliser les lemmes suivants: 
LEMME 1.3. Soit E un A-module sans torsion non divisible. 
(1) I1 existe un idt!al maximal J+! de A, et une famille (xi)ipI d’&ments de 
E tels que E = (oiel AxJ + &?E. 
(2) Si de plus E est scindant, il existe SW E une forme linbaire non nulle. 
Dimonstration. (1) Comme E n’est pas divisible, il existe un ideal 
maximal & tel que E f  &!E; soit (x& une famille d’elements de E telle que, 
si l’on designe par Ti l’image de xi par le morphisme canonique E + E/,&E, 
la famille (&s, constitue une base du A/M-espace vecoriel E/&E. Pour 
demontrer la premiere assertion, il reste a voir que (a&, est une famille libre 
sur A. Supposons done CiEJ &xi = 0 (& E A, J sous-ensemble fini de I). Si 
a = xcEJ AX, n’est pas nul, il existe un ideal q f  0 tel que qa soit monogene, 
i.e., qa = Ap (p E A\(O)); (cf. Theoreme 18-20, p. 113 de [4] ou [20]). Pour 
tout q E q et tout z E J, il existe pLi E A telque q& = pyi; de plus, pi est 
Clement de & car CisJ pixi = 0 et on a I’inclusion qa C A’p, i.e., Ap C &!p, 
ce qui entrainep = 0, done a = 0. 
(2) Si l’on suppose en outre que E est scindant, de la decomposition 
de E en: 
E = Axi + (@ AX~ + .VE) (i,, EI) 
iel 
i#i, 
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resulte la = 0 + q, oh t3 et p sent des morphismes de E dans Axi et 
(@iG,,i+i, Axi + A’E) respectivement; 0 n’est pas nul, car, par choix de la 
famille (xi), xi, n’est pas Clement de (@iEl,ifiO Axi + J’ZE). 
LEMME 1.4. Soient E un A-module suns torsion et f un endomorphisme de E. 
On suppose qu’il existe un id&al maximal &I tel que E # JHE et Ker f C JHE. 
Alors toute forme Maire sur Kerf est n&e. 
Dt!monstration. Soient B une forme lineaire non nulle sur Ker f et x E Ker f 
tel que B(x) = A, (A0 # 0). Soit b un ideal non nul, Ctranger a A, tel que 
bA? soit monogene, i.e., bk’ = Aa (a E A\(O)) ([4], [20]). On alors l’inclusion 
b Kerf C aE, et il est done possible de construire pour tout b E b une suite 
(y&s d’elements de Ker f telle que 
yo = x, 
Vk 2 0 byk = ay,+, . 
On en deduit, pour tout n > 0, b”x = any, , et, posant 8(yn) = y, , on 
obtient: hobn = a’$, . Ceci prouve que pour tout n > 0 et tout b E b, h,b” 
est Clement de A’“. Si l’on choisit b E b\A, les ideaux Ab” et A” sont Ctrangers, 
et par suite, pour tout n, Ah, C JP, done A0 = 0, ce qui est contraire a 
l’hypothese. 
PROPOSITION 1.5. POUY un A-module saris torsion reduit E, les assertions 
suivantes sont f2quivalentes: 
(i) E est scindant 
(ii) E est projectif. 
De’monstration. (ii) 3 (i) resulte de la Remarque 1. 
(i) => (ii) comme E est reduit, d’apres le Lemme 1.3, il s’ecrit 
E = (@ Ax,) + J~‘E 
&I 
oh A est un ideal maximal tel que E # JZE; E &ant scindant, on a Ia = f + g 
oh f et g sont des morphismes de E dans @&, Axi et &E, respectivement; la 
suite exacte 
O+Kerf+E+Imf+O, 
est scindee car Im f, sous-module du module libre Q&, Axi , est projectif; 
par consequent Kerf est facteur direct dans E, done scindant; enfin Ker f est 
nul ou reduit, et Ker f C &YE; si Ker f n’etait pas nul, il existerait une forme 
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lineaire non nulle sur Kerf (2O partie du Lemme 1.3), ce qui est impossible 
(Lemme 1.4). 
Le cas des modules sans torsion divisibles scindants est bien vite resolu 
dans le cas oh l’anneau A n’est pas de valuation discrete, car il est alors aise 
de voir que K est somme de deux sous-modules reduits, et on peut Cnoncer la 
proposition suivante: 
PROPOSITION 1.6. Soit A un anneau de Dedekind qui n’est pas de 
valuation discrete. Pour un A-module saris torsion, scindant iquivaut h projectif. 
Par contre, lorsque A est un anneau de valuation disc&e, K est un A-module 
scindant, ses sous-modules &ant tous de la forme ALI’” (n E Z, II E A), done 
totalement ordonnes par inclusion. L’Ctude de K2 conduit Q la proposition 
suivante qui complete un resultat de R. J. Nunke: 
PROPOSITION 1.7. Soit A un anneau de Dedekind. Les assertions suivantes 
sont bquivalentes: 
(1) K est quasi-projectif, 
(2) K2 est scindant, 
(3) K”’ est scindant pour tout m E N, 
(4) Ext,l(K, A) = 0, 
(5) A est un anneau de valuation disc&e complet pour la topologie 
dt+nie par son id.4al maximal. 
Si l’une de ces propri&s est rt!alist!e, Km est quasi-projectif pour tout m E N. 
Dimonstration. (4) o (5) est le resultat de R. J. Nunke [13] dont on a 
donne une demonstration Clementaire dans [2]. 
(1) * (3) car si K est quasi-projectif, il en va de m&me pour Km (m E N) 
d’apres les Remarques 3 et 2. 
(3) 3 (2) et (4) 3 (1) sont Cvidents. 
(2) 3 (4): si I’on considere une suite exacte de la forme 
0-A&E”-K-0. 
on remarque immediatement que E est sans torsion et de rang 2, les elements 
x = f( 1) et y  tel que g(y) = 1 Ctant independants; le module E se plonge 
naturellement dans Kx @ Ky, et l’on a 
E+ Kx = Kx@Ky; 
comme K2 scindant, K est Kz-scindant et le morphisme 0: K + Kx @ Ky 
481/35/1-3-6 
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defini par 0(x) = Xy, s’ecrit 0 = F + 4 oh 91 et 4 sont des morphismes de K 
dans E et Kx respectivement; il est clair alors que g 0 y  = 1,) prouvant 
ainsi que la suite exacte consider&e est scindee. 
Pour determiner l’etude du cas sans torsion, on remarque que, A etant 
un anneau de valuation discrete, K n’est pas K x AcN)-scindant car K x AcN) 
est somme de deux sous-modules libres (done reduits), et, de ce fait, K x A(‘) 
et K(r) ne peuvent &tre scindants lorsque I est un ensemble injini. On aboutit 
ainsi aux propositions suivantes: 
PROPOSITION 1.8. Soit A un anneau de valuation discrete complet pour la 
topologie dejkie par son ideal maximal. Un A-module suns torsion est scindant si 
et seulement si il est libre ou isomorphe a K”” @ An (m E N, n E N). 
On remarque alors que les modules sans torsion scindants sont les modules 
sans torsion quasi-projectifs. 
Demonstration. 11 reste a verifier que K”’ @ An est quasi-projectif, ce 
qui est immediat d’apres la Remarque 3. 
PROPOSITION 1.9. Soit A un anneau de valuation discrete qui n’est pas 
complet pour la topologie dejinie par son ideal maximal. Un A-module suns 
torsion est scindant si et seulement si il est libre ou isomorphe a K @ A” (n E N). 
Demonstration. 11 reste ici 5. s’assurer que K @ A” est scindant, et pour ce, 
il suffit de verifier que K est K @ AT2 scindant (Remarque 2), verification 
aisee. 
On note que dans ce dernier cas (seulement), K n’etant pas quasi-projectif, 
la classe des A-modules scindants sans torsion contient strictement celle des 
A-modules quasi-projectifs sans torsion. On remarque que la structure des 
modules quasi-projectifs sans torsion sur un anneau de Dedekind a CtC mise 
en evidence. 
B. Modules Scindants de Torsion 
11 est clair que l’on peut se ramener directement a l’etude des modules de 
torsion p-primaires scindants (p E X). 
Soit A, le localis de A par rapport a l’ideal maximal p; A, est un anneau 
de valuation discrete et, si T est un A-module de torsion p-primaire, T est 
un A-module scindant si et seulement si T est un A,-module de torsion 
scindant. 11 suffit done de determiner les modules de torsion scindants sur un 
anneau de valuation discrete. 
Soient done A un anneau de valuation discrete, II un generateur de l’ideal 
maximal de A. Tout A-module de torsion T est somme directe de son sous- 
module divisible maximum D ‘v (A,,) (I) et d’un module de torsion reduit T’; 
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d’apres un theoreme de Kulikov ([8], [20]), T’, s’il n’est pas nul, possede un 
facteur direct monogene isomorphe a A/nnA, pour un certain entier n # 0. 
11 est clair que A,, et A/llnA sont scindants, leurs sous modules ttant 
totalement ordonnes par inclusion. De plus il est commode de remarquer que 
si G est un A-module de torsion, AjLPA est G-scindant si et seulement si 
(Fi + F,)[L7”] = F,[LFj + F,[F] pour tout couple (Fr , F*) de sous-modules 
cycliques de G (si F est un n-module, on pose F[IP] = {x EF/IPx = 0)). 
De cette remarque, on deduit immediatement que AjIPA n’est pas 
A/II”12 x A/II”A-scindant pour m > n, et, par suite, les A-modules 
AjIPA x A/PA (TZ f  m) et A/PA x A,, ne sont pas scindants. Par 
ailleurs, si (C, ,..., C, ,... ) designe un systeme generateur de Anm tel que: 
Cl f 0, nc, = 0, vn 2 1, nc,,, = c, , 
et si Fl et F, designent les sous-modules de A,, x A,, d&finis par 
il est clair que Fl et F, sont divisibles et que leur intersection est AjIIA x (0); 
utilisant alors l’assertion (iii) de la Proposition 5.1 de [18], on voit que 
A, x A, n’est pas scindant car la suite exacte non scindee 
prouve que Ext,l(An, , A/lirA) # 0. On en con&t alors aisement [9] que 
les A-modules de torsion scindants sont les modules Anw et (A/PA)(‘). 
Revenant au cas general d’un anneau de Dedekind, on obtient done: 
PROPOSITION 1.10. Soit A un anneau de Dedekind. 7ln A-module de torsion 
p-primaire est scindant si et seulement si il est isomorphe ci A,, ou ci (A/p”)“) 
pour un certain n E N et un certain ensemble I. 
C. Modules Scindants Mixtes 
11 reste maintenant a conclure dans le cas general d’un module mixte. 
D’apres le Corollaire 1.2, si E est un module mixte scindant, E se decompose 
en E = T @ H oh H est un module saris torsion scindant, et Test un module 
de torsion scindant et divisible; T est done isomorphe a @psx, A,, oh X’ 
designe un sous-ensemble de I’ensemble X des ideaux maximaux de A 
(Proposition 1.10); quant a H, il est projectif ou, si A est de valuation discrete, 
il peut-&tre isomorphe a Km @ A” (Propositions 1.6, 1.8, 1.9). On Ccarte 
immediatement le cas oti H ne serait pas projectif en s’assurant que si A est 
de valuation discrete, K x A,, n’est pas scindant (il est somme de deux 
sous-modules de torsion). Enfin A,, x A(N) n’est pas scindant non plus 
80 GENEVIEVE BONNARD 
(somme de deux sous-modules saris torsion). On en con&t done que les 
A-modules mixtes scindants sont hcessairement de la forme 
E= (@ A,,j@P 
PEX’ 
oti P est un A-module projectif de rang fini et X’ un sous-ensemble de X; 
on vCrifie aiskment que A,, est E-scindant et, par suite, E est scindant 
(Remarques 1 et 2). 
PROPOSITIOX 1.11. Soit A un anneau de Dedekind. Un A-module mixte est 
scindant si et seulement si il est isomorphe d (@4EX, APCO) @ P ozi P est un 
A-module projectif de rang fini (X’ C X). 
Conclusion. On peut ainsi donner la structure des modules scindants 
sur un anneau de Dedekind. 
TH~OR~ME 1.12. Soit A un anneau de Dedekind. 
Les A-modules mixtes scindants sont les modules de la forme (Qpsx, A1)=) 0 P 
ozi X’ est une partie de X et P un A-module projectif de rang$ni. 
Les A-modules de torsion scindants sont les modules de la forme @psx, E, 
ozi X’ est we partie de X et ozi E, est isomorphe soit a A,, soit a (A/p”)(t) pour 
un certain entier n et un certain ensemble I. 
Les A-modules saris torsion scindants sent, lorsque A n’est pas de valuation 
discrete, les modules projectifs, et lorsque A est de valuation discrete, les modules 
libres et les modules de la forme Km @ A” avec: 
m E N, n E N si A est complet pour la topologie p-adique 
m = 1, n t N si ,4 nest pas complet pour cette topologie. 
Au passage, on a mis en Cvidence la structure des modules quasi-projectifs 
sur un anneau de Dedekind, retrouvant les rhultats de [6]; en effet, A,, 
n’&ant pas quasi-projectif car la suite 0 + A/p 4 A,, ---f A,, + 0 n’est pas 
scindCe, on obtient. 
COROLLAIRE 1.13. Soit A un anneau de Dedekind. 
- Les A-modules quasi-projectifs de torsion sont les modules dont les com- 
posantes p-primaires sont isomorphe a (A/p”)(t) (1’ en zer n et l’ensemble I dependant t 
de P). 
- Les A-modules quasi-projectifs saris torsion sont les modules projectifs sauf 
si A est un anneau de valuation discrete complet pour la topologie definie par son 
ideal maximal; ce sont alors les modules projertifs et les modules isomorphes a 
K’” @ A” (K corps des quotients de A, (m, n) E N x N). 
- Les A-modules mixtes ne sont pas quasi-project+. 
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2. ETUDE DES MODULES COSCINDANTS 
Dans cette partie, A designe toujours un anneau unitaire, et M un A-module 
8 gauche. 
La situation des modules coscindants Ctant like a celle des modules injectifs, 
on utilisera des notions classiques de la theorie des injectifs. Ainsi, Ctant 
donne un A-module ii/r on dira que: 
- H est compl&ment relatlf de N dans M (N et H Ctant sous-modules de ill) 
s’il est maximal parmi les sous-modules X de M verifiant X n N = (0) 
(cf., 171, Ull, [W; 
- H est compkment dans M s’il existe un sous-module N de M dont H 
soit complement relatif; 
- X sous-module de 32, est facteur direct absolu dans M si, pour tout 
complement relatif Y de X dans M, on a il4 = X @ Y (cf., [5], [15]). 11 
est demontre dans [15] que les sous-modules complements dans un module 
M sont les traces sur M des sous-modules injectifs de I’enveloppe injective 
de M. De plus, dans un module quasi-injectif, tout complement est facteur 
direct absolu; cette derniere propriete reste vraie dans un module coscindant, 
comme me l’a fait remarquer E. de Robert: 
PROPOSITION 2.1. Soient A un anneau et M un A-module coscindant. Tout 
comple’ment dans M est facteur direct absolu. 
En effet, on a le lemme plus precis qui suit: 
LEMME. Soit M un module coscindant. Si H est un comple’ment relatif de N 
dans M, il existe un sous-module H’ de M tel que H’ 3 N et M = H @ H’. 
Dtmonstration. Soit H’ un complement relatif de H contenant N; ainsi, H 
et H’ sont done complements relatifs l’un de l’autre. Si M est coscindant, 
comme H n H’ = {0}, l’identite 1, s’ecrit 1, = f + f' oti f et f' sont des 
endomorphismes de M verifiant Kerf 3 H et Kerf’ 3 H’. De plus, on a 
necessairement Ker f n Ker f' = (0) car f + f' = l&, , et par suite Ker f = H 
et Kerf’ = H’. Le morphisme f est done l’identite sur H’ et, pour tout 
x E H’, on a x = f (x) = f “(x) ce qui entraine Ker f 2 n H' = (01, done 
Ker f 2 = Ker f = H. 11 est clair alors que Im f n Ker f = (0); comme de 
plus Im f 3 H’, on a Im f = H’. De m&me Im f' = H. L’CgalitC lM = f + f' 
permet alors de conclure M = H @ H’. 
Dkmonstration de la Proposition 2.1. Soit H un complement dans M; 
d’apres le lemme, il existe H’ tel que M = H @ H’. Soit Y un complement 
relatif de H, il existe de m&me Y’3 H tel que M = Y @ Y’. 11 est clair 
alors que Y’ = H @ (H’ n Y’), et, comme Y est complement de H, on a 
necessairement H’ n Y’ = {0}, done H = Y’. 
82 GENEVIkVE BONNARD 
La Proposition 2.1 permet d’obtenir une decomposition des A-modules 
coscindants dont on sait decomposer l’enveloppe injective: 
PROPOSITION 2.2. Soient A un anneau, M un A-module coscindant, I? son 
enveloppe injective. Pour toute dtkomposition de E en E = QJisl Ei , on a 
M = Oiel (M n EJ. 
DLmonstration. On remarque tout d’abord qu’il suffit de demontrer 
la proposition dans le cas oh I = { 1, 2); en effet si E = @+, Ei et si la proposi- 
tion est vraie pour tout ensemble d’indices reduit a deux elements, pour tout 
sous-ensemble fini J de 1, on aura 
et, comme M est coscindant, il en sera de m&me pour M n (ocJ EJ et par 
suite M n (BisJ Ei) = Q&J (M n Ei), prouvant ainsi M = &, (M n Ei). 
On suppose done E = E1 @ E, . Comme (M n E1) et (M n I$,) sont des 
complements dans M, d’apres la Proposition 2.1, il existe X et Y tels que 
M = X @ (M n E,) et M = Y @ (M n E1) et l’on peut en outre choisir 
X3(MnE1)etY3(MnE,).0naalorsM=(MnE,)@(MnE,)@ 
(X n Y). Si (X n Y) est non nul, il possede une extension essentielle 
T f  (0) dans E, et par suite E = E1 @ Ez @ T; done X n Y = (0) et 
M = (Mn E1) @(Mn EJ. 
En particulier, lorsque l’anneau A est noeth&en ci gauche, tout A-module a 
gauche injectif est somme directe de modules injectifs indecomposables [12], 
et, par suite: 
COROLLAIRE 2.3. Si A est noethhien h gauche, tout A-module ci gauche 
coscindant est somme directe de modules coscindants indkcomposables. 
Par ailleurs, lorsque A est un anneau commutatif intt?gre, tout A-module 
injectif E se decompose en E = E’ @ T oh E’ et T sont des modules injectifs, 
respectivement saris torsion et de torsion. Par suite, tout module mixte 
coscindant sur un anneau commutatif integre est somme directe d’un 
module coscindant saris torsion et d’un module coscindant de torsion. 
La Proposition 2.2 permet de preciser la structure des A-modules 
coscindants saris torsion (A commutatif integre): ils sont alors somme directe 
de modules coscindants saris torsion de rang 1. 11 est clair aussi que tout 
module M saris torsion et de rang 1 est coscindant car, si F et F’ sont deux 
sous-modules non nuls de M, F n F’ est non nul et, tous les quotients non 
triviaux de M Ctant de torsion, on a 
Hom(M/F n F’, M) = Hom(M/F, M) = Hom(M/F’, M) = 0. 
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Par contre, la classe des modules coscindants saris torsion de rang strictement 
superieur a 1 est nettement plus reduite. Pour le voir, la proposition suivante 
est t&s agreable: 
PROPOSITION 2.4. Soient A un anneau, M et N des A-modules, tels que 
M x N soit coscindant. Alors, pour tout couple (x, y) E M x N verifiant 
A(x, y) n A(0, y) = {0}, il existe un morphisme g, de M duns N tel que p)(x) = y. 
Demonstration. Si M x N est coscindant, N est M x N-coscindant et la 
projectionf de M x N sur N s’ecritf = g + h oh g et h sont des morphismes 
de M x N dans N tels que Ker g 3 A(x, y) et Ker h 3 A(0, y); par suite 
g(x, 0) = g(0, y) = y; il suffit de choisir IJI = g IM . 
On en deduit immediatement: 
COROLLAIRE 2.5. Soient A un anneau commutatif integre, M et N des 
A-modules tels que M soit suns torsion et M x N coscindant. Alors N est 
divisible. 
Comme, sur un anneau commutatif integre, les modules divisibles saris 
torsion sont injectifs, on obtient la structure des modules coscindants saris 
torsion sur un tel anneau. 
COROLLAIRE 2.6. Les modules coscindants suns torsion sur un anneau 
commutatif integre sont les modules suns torsion injectifs ou de rang 1. 
Mais on voit de plus que les A-modules coscindants mixtes sont de la 
forme M @ T ou T est un module de torsion divisible et coscindant, et M 
un A-module saris torsion coscindant. 
Si maintenant on suppose que A est un anneau de Dedekind tous les modules 
divisibles sont injectifs et on peut done preciser la structure des A-modules 
coscindants mixtes: ils sont injectifs ou de la forme M @ T oli M est saris 
torsion de rang 1 et T injectif de torsion; il est aise de verifier que, pour tous 
les modules de cette derniere espece, M est M @ T-coscindant car T&ant de 
torsion, tous les morphismes de M @ T dans M sont en fait des endomor- 
phismes de M; par suite (Remarque 1 et 2) un tel module M @ T est 
coscindant. 
Pour clore l’etude des modules coscindants sur un anneau de Dedekind, 
il reste a determiner la structure de ces modules lorsqu’ils sont de torsion, et, 
pour ce faire, il suffit Cvidemment d’etudier les modules de torsion p-primaires. 
On peut proceder comme dans l’etude des modules scindants p-primaires, 
et tout revient a voir si A,, x A/p” et A/p”” x A/p” (m > n) sont coscindants 
ou non; or, si l’on applique la proposition 2.4 aux sous-modules A(C, , C,) et 
A(0, C,) (C, designant un generateur de A/p”), on voit qu’il n’en est rien 
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car sinon A/p” serait facteur direct dans A,, et A/pm (m > n). Par consequent 
les modules de torsion p-primaires sont injectifs ou isomorphes a (A/p”)(‘), 
done quasi-injectifs. 
COROLLAIRE 2.1. Soit A un anneau de Dedekind. Les A-modules coscindants 
sont les modules quasi-injectifs et les modules de la forme M @ T ozi M est un 
module saris torsion de rang 1 et T un module de torsion injectzf hentuellement nul. 
3. UNE CARACT~RISATION DES ANNEAUX SEMI-SIMPLES 
Les notions de module scindant et coscindant permettent de caracteriser les 
anneaux semi-simples par des criteres analogues a ceux que l’on obtient a 
l’aide des modules projectifs, injectifs [3], q uasi-projectifs et quasi-projectifs 
de type fini [18], quasi-injectifs et quasi-injectifs de type fini ([14], [15]). 
PROPOSITION 3.1. Pour un anneau A, les conditions suivantes sont kquiva- 
lentes: 
(1) A est semi-simple. 
(2) Tout A module (resp. tout A-module de type fini) est coscindant. 
(3) Tout A-module (resp. tout A-module de type fini) est scindant. 
Dimonstration. (1) 3 (2) et (1) 2 (3) sont Cvidents. 
(2) => (1) resulte directement du Theo&me 2.3 et du Theo&me 1, 
chap. II de [15]. 
(3) 3 (1): soit a un ideal de A; le module A @ A/a est de type fini, 
ainsi done que tous ses quotients; soit X un de ces quotients; comme 
A @ A/a @ X est scindant, A 0 A/a est X-scindant, done quasi-projectif 
d’apres la Proposition 5.5 de [18]; p ar suite A/a est A-projectif et a est 
facteur direct dans A. 
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